Autour de l'exposant critique d'un groupe kleinien 

Marc Peigné®, 
Journées Platon, 11, 12 & 13 Octobre 2010 

Nous exposons ici quelques propriétés élémentaires autour des exposants critiques des groupes 
discrets d'isométries en courbure strictement négative et pincée. Nous rappelons quelques résultats 
essentiels et présentons quelques outils classiques utilisés sur ce sujet. 
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Nous considérons une variété complète simplement connexe X à courbures sectionnelles pincées 
-b 2 <K < -a 2 < (et plus généralement un espace métrique CAT(-l) propre). Nous fixons une 
origine o de X ; la distance entre deux points x et y de X est notée (x,y). Enfin, dX désigne le 
bord visuel de X et l'on pose X := X U dX. 

Nous considérons un groupe Kleinien de X c'est-à-dire un groupe discret T d'isométries de X 
préservant l'orientation. Nous supposerons pour simplifier que T est sans torsion : ses éléments 
sont donc, soit des isométries paraboliques, soit des isométries hyperboliques. 

L'orbite T ■ o s'accumule sur dX ; l'ensemble de ses valeurs d'adhérence est appelé ensemble 
limite de T et est noté Ar>. Cet ensemble contient 1,2 ou une infinité non dénombrable de points 
; dans le premier cas, T est parabolique, dans le second cas il est cyclique et engendré par une 
isométrie hyperbolique et dans le dernier cas, il est dit non élémentaire et il contient en particulier 
des sous-groupes libres du type F 2 (par exemple des sous-groupes de Schottky). 
, On étudie le comportement de la fonction orbitale de T définie par : 

: Vx,y€X,VR>0 N T (x,y,R):=l{ 7 er:(x,j-y)<R} 

• ■ i 

(on écrira pour simplifier Nr(R) := Nr(o, o, R)). L'exposant limsup — ln Nr(x, y, R) ne dépend ni 

de x ni de y. 

De l'hypothèse de pincement, on déduit que l'entropie volumique h vo \(X) de X est finie (avec 
a(N — 1) < h vo \(X) < b(N — 1) où N est la dimension de la variété [7\) ; il en est de même pour 
^ ■ l'exposant critique de T puisque l'on a ôr < h vo \(X). 

On peut aussi considérer la fonction "annulaire" suivante : 

Va?, y G X, VR, A > n r (R, A) := H{ 7 G T : R - A < (x, 7 • y) < R + A}. 

(on écrivant de même nr{R, A) := np(o, o, R, A)). Comme ci-dessus, l'exposant limsup — ln N?(x, y, R) 

ne dépend ni de x ni de y. 

Grâce au lemme élémentaire suivant, nous avons en fait les égalités 

limsup — ln Nr(R) = limsup — lnnr(-R, A). 
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Lemma 1.0.1 Soit (u n ) n >o une suite de réels positifs telle que u n = +00 ; on pose U n := 

n>0 

uq + - ■ - + u n pour tout n > 0. Alors, pour tout s > 0, les séries u n e~ sn et U n e~ sn convergent 

n>0 n>0 

ou divergent simultanément. En particulier, elles ont le même exposant critique u, donné par 

u := lim sup — ln u n = lim sup — ln U n > 0. 

L'exposant ôr '■= lim sup — ln Nr(R) = lim sup — ln nr(R, A) est aussi appelé exposant de Poincaré 

r^+oo R r-^+oo R 

de r, ou exposant critique de V ; en effet, la série dite de Poincaré définie par 

Vx, y G X, Vs > V r (x, y, s) := e - s( - x ' ry ^ 

7er 

diverge pour s < 5r et converge pour s > <5r- 
Exemples 

• Si r = (h) où h est une isométrie hyperbolique, son exposant critique est nul (noter que la 
"limsup" est en fait une limite et que la série de Poincaré diverge en 0). 

• Dans H 2 , notons p l'isométrie parabolique z 1— > z + 1 ; un calcul explicite en géométrie 
hyperbolique donne (i,p n ■ ï) = + n) = 2hm + 0(1) si bien que l'exposant de {p} vaut 
tj. Noter que la "limsup" est aussi une limite ici et que la série de Poincaré de (p) diverge 
en 1/2. Remarquer aussi que si la courbure est constante égale à — b 2 , l'exposant critique du 
groupe (p) devient alors égal à 6/2. 

• On peut modifier la métrique hyperbolique de H 2 de façon à avoir des larges bandes 2 à 2 
disjointes {z : a n < Imz < b n }, avec b n < a n +i, où la métrique est alternativement à courbure 
—a 2 ou — b 2 (avec b > a) Si la largeur des bandes b n — a n croît suffisamment vite, on aura 
alors 

lim inf — ln N (v) (R) = a/2 < lim sup — ln N (p) (R) = 6/2. 

R^t + OG R w R^ + oo R 

• Si r est co-compact dans M d , d > 2, son exposant critique vaut d — 1 ; il en est de même en 
courbure variable, la valeur d—1 étant alors remplacée par l'entropie volumique de X, définie 
par 

h vol (X) := limsup ^]nVol{B x (o,R)) (1) 
R^+oo -fr- 
et la "limsup" est une limite dans ce cas. Cet argument provient de |10] où il est démontré 
que l'exposant critique d'un tel groupe coïncide avec l'entropie topologique du flot géodésique 
sur le fibré unitaire tangent de la variété compacte considérée (cet argument a été repris par 
ailleurs par G. Robert [Ï2] pour étudier la croissance des groupes hyperboliques). Donnons 
quelques précisions : on choisit un domaine fondamental T> pour l'action de T, domaine que 
l'on peut supposer relativement compact et dont on note A le diamètre, on a alors 

U 7-VcB(o,R) < U ^■ V - 

7er/(o,7-o)<_R-A 7er/(o,7-o)C-R+A 
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L'égalité (pQ) s'en déduit immédiatement ; le fait que la "limsup" soit une limite vient du fait 
que, si l'on pose u n := np(ra, 2 A), on a, à une constante multiplicative près, 

Il vient 

K) 1/n ^«:= infK) 1 /" = e «r (2) 

n>l 

• Si r est un réseau non uniforme de M d , d > 2 (ie vol(H d /r) < +oo mais H d /r non compact), 
son exposant critique vaut d — 1; il en est de même en courbure variable 1/4-pincée (ie 
b 2 < 4a 2 ) la valeur d — 1 étant remplacée là aussi par l'entropie volumique /i vo i(X) de X (voir 
Attention, lorsque la courbure n'est plus 1/4-pincée, on peut avoir ôr < h vo \(X). 

Une première question naturelle est de savoir si la "limsup" est une limite ou non ; la réponse est 
"non" de façon générale, comme l'exemple du groupe parabolique ci-dessus le suggère. Cependant, 
dès que V n'est pas élémentaire, nous avons le 

Théorème 1.0.2 (T. Roblin jll3f & D. Sullivan ' L 16])Si V est un groupe non élémentaire, alors, 
pour tous x et y de X, on a 

5 r = lim — lnN r (x,y,R). 

R-*+oa R 

De plus, il existe une constante C := C(F,x,y) > telle que 

N r (x,y,R) < Ce SrR . 

La première assertion de ce théorème est due à Th. Roblin, tandis que la seconde découle du 
célèbre "lemme de l'ombre " de Sullivan ; la démonstration de ces deux assertions repose sur 
l'existence de densités conformes et la construction de Patterson de telles familles de mesures. Nous 
proposons ici une approche radicalement différente et élémentaire ([6]) qui permet en particulier 
de comprendre certains phénomènes qui apparaissent lorsque X est remplacé par un revêtement 
normal non simplement connexe. 

Démonstration. On utilise de façon cruciale le lemme classique suivant (voir par ex [2]) qui découle 
du fait que la courbure est pincée : 

Lemma 1.0.3 Pour tout 9 > ; il existe une constante D > dépendant de 6 et de la borne 
supérieure de la courbure —a 2 , telle que pour tout triangle géodésique T de sommets x,y, z G X et 
dont l'angle en y est plus grand que 9 > 0, on a 

d(x, z) > d(x, y) + d(y, z) — D. 

On fixe A > 0, a, b » A et a, fi G F tels que a - A < d(o, a- 6) <a + Aet6-A< d(o, (3 ■ o) < 
b + A. 

2 l'idée de base est que pour toute horoboule H et tout point x sur l'horosphère dH, l'ensemble B(x, R) n H 
est approximativement égal à la boule de rayon R/2 intérieure à "H et tangente en x à dH ; son volume est donc 
comparable à celui d'une boule de rayon R/2 et n'influe donc pas sur la croissance du volume global lorsque la 
courbure est 1/4-pincée 
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Le groupe T étant non élémentaire, il possède un sous-groupe de type 0-Schottky H = (h\, /12) 
avec 9 > o ; on peut alors, selon la position relative des points a" 1 • o et /3 • o, associer de façon 
unique au couple (a,/3) un couple (a',/3), avec a' = ahf 2 , et de telle sorte que l'angle en o du 
triangle (a') • o, o, /3 • o soit > 9q > 0. D'après le lemme précédent, on a approximativement 

(o, a' (3 ■ o) ~ a + 6. 

Remarquons par ailleurs qu'il existe un entier M > 1 tel que tout élément 7 € T vérifiant (o, 7 • o) ~ 
a + b se décompose en au plus M façons distinctes de la forme 7 = a'f3 avec (o, a' ■ o) ~ a et 
(o,0-o)~&. 

On prouve ainsi l'existence d'une constante C > et d'un entier k > 1 tels que 

k+l+K 

Vk,l » UkUi < C u i 

i=k+l—K 

où l'on a posé Uk := nr(/c, A) pour tout entier k > 0. Lorsque la suite (ufc+i/ufc)fc>i est majorée©, 
on voit, quitte à changer u\ en C'u\ avec C" > 0, que la suite (ufc)fc est sur-multiplicative ; on sait 
alors que la suite {u^ k )k converge vers sa borne supérieure. Le lemme s'en déduit. 

Plus généralement, on a le résultat suivant qui permet de terminer la démonstration du théorème 

Fait 1.0.4 Soit (u n ) n >o une suite de réels positifs (non tous nuls) vérifiant 

k+l+K 
i=k+l—K 

où k > 1 est un entier fixé et Von pose U n := uq + • • • + u n . 

La suite (Un ) n >o converge alors vers un nombre u > 1 et il existe une constante C > telle 
que Vn > u n < Cu n . 

□ 

pose Uk '■= uq + • • • + Mfc pour k > et on obtient 

VM>0 UkUi < C(2K + l)U k+l+lt . 
Quitte à multiplier chaque terme u k par une constante strictement positive, on peut écrire 

VA;,/>0 u k Ui<U k+ i +K . (3) 
d'où l'on déduit, pour tout q,b > et < r < b 

U( b+K ) q+r+fi > u r U {b+K)q > u r u b î7( 6+/î )( 9 _ 1 ) > ... > u r (u b ) q 
et donc, en posant m := (b + n)q + r + k 

Um) m > (u r )™(ub)™. (4) 



3 le terme ô'-Schottky signifie que, pour tous mots "admissible" h et h' en les lettres h^ 1 et h^ 1 et dont les 
premières lettres diffèrent, l'angle en o du triangle o, h ■ o, h' ■ o est > 6 

4 cette propriété est vérifiée en particulier lorsque Y est co-compact ou plus généralement convexe co-compact 
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On obtient, en faisant tendre q puis b vers +00 



1 . 1 

b 



lim inf ( U m ) > lim sup ( 

+00 \ J v 



u 



avec u > 1 car > li.s.). Comme limsuplun] = lim sup ( U n ) " , on conclut que 



n— s-+oo ^ ' n— >+oo ^ 
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lim ( U n ) n d'où la première assertion du Théorème. L'inégalité (HD nous donne alors, en faisant 
tendre q vers +00 

Mb > u > (u b )^ 

et la seconde assertion du Théorème s'en déduit. DQuestion : A-t-on aussi liminf(nr(i?, A)) 1 ^ = 
limsup(nr(-R, A)) 1 '^ ? La réponse semble être "Non", il faudrait donc caractériser les groupes qui 
vérifient cette égalité et donner des exemples explicites de groupes qui ne la vérifient pas. 

2 Groupes divergents et trou critique 

On dit qu'un groupe discret V d'isométries de X est divergent lorsque sa série de Poincaré diverge 

en s = <5r ; dans le cas contraire on dit que V est convergent. 

Exemples 

• L'exposant critique du groupe élémentaire {h}, où h est une isométrie hyperbolique de X, est 
nul ; ce groupe est donc divergent. 

• L'exposant critique du groupe élémentaire (p), engendré par l'isométrie parabolique z i-> z+1 
de H 2 vaut 1/2 puisque (i,p n ■ i) = 21nn + 0(1) ; de plus ce groupe est divergent. 

• Il existe en courbure variable des groupes paraboliques convergents (voir [3]) 

• Les groupes co-compacts ou convexe co-compacts sont divergents ; cela se déduit d'un résultat 
général sur les mesures conformes, via encore une fois le lemme de l'ombre de Sullivan. On 
peut aussi le démontrer en utiliant (|2|) qui entraîne immédiatement u n >z e Svn @ et la 
divergence du groupe s'en déduit immédiatement. 

2.1 Un critère simple de séparation des exposants 

Le calcul explicite de l'exposant critique d'un groupe kleinien s'avère être une question souvent 
délicate. Une question plus accessible est déjà de comparer l'exposant critique d'un groupe avec 
celui de ses sous-groupes et de dégager un critère qui assure que l'on a une inégalité stricte. 

Théorème 2.1.1 Soit T un groupe kleinien et H un sous-groupe de T tel que 

1. A H ± A r 

2. H divergent 



où la notation a n h b n signifie que la suite (b„ /a n ) n est majorée 



5 



Alors, on a 5h < àv- 



Démonstration. On trouvera dans [3] une démonstration reposant sur l'existence de densité ôr 
conforme. Nous développons ici l'argument élémentaire suivant, reposant sur la construction d'un 
sous-groupe de T qui soit le produit libre de H avec un sous-groupe élémentaire de T engendré par 
une isométrie hyperbolique dont les points fixes n'appartiennent pas à H. 

En effet, soit £ G Ap\Ajj ; le point £ étant un point ordinaire de H, il existe un voisinage ouvert 
U de £ tel que U D Ah = 0. L'action de H sur son ensemble ordinaire étant propre et discontinue, 
on peut supposer, quitte à réduire U, que 

VheH,h^id h{U) cdX\U. (5) 

Par ailleurs, l'action de T étant minimale sur Ar, l'orbite d'un point fixe d'une quelconque de ses 
isométries est dense dans Ar, elle rencontre donc U. On en déduit alors l'existence de 7 € T \ H 
dont le point fixe attractif appartient à U ; quitte à remplacer 7 par 7™ avec n grand, on peut 
supposer que 7 envoit l'extérieur de U dans U (que 7 soit hyperbolique ou parabolique). 

Si on prend alors un élément hyperbolique 7' € T dont les points fixes sont distincts de ceux de 
7, et donc extérieurs à U quitte à réduire U, l'isométrie g := ^ n ^'^~ n a ses deux points fixes dans 
U, en remplaçant si nécessaire g par une de ses puissances, on peut supposer que 

g^idXX^cU. (6) 

Le sous-groupe G de T engendré par H et g est alors un produit libre : il contient en particulier 
tous les mots de la forme h\gli2g ■ ■ ■ hkg avec k > 1 et hi G H \ {id}. On a alors, pour tout s > 5h 

Vr(s) > V r (s) 

> ^2 ^2 e~ s (°' hl9h ' 29 '" hk '°} 

k>l /ii,"' ,hk 

> ^2 e _sfc ( 'S'°) ^2 e~ s (°' hl '°^ x ••• x e _s (°'' 11 ' ) 

k>l h-i,--- ,hk 

k 



3 ) 

fc>l heH 



s(o,h-o) x ^ 



k>l heH* 

Le groupe H étant divergent, on peut choisir so > ô h suffisamment proche de ô h de telle sorte que 
e -S H (o,g-o) x ^ h€H , e - s o(o,ft-o) > 1 s i bien que V r (s ) = +00 ; il vient ô r > s > 5 H . 

Attention ! les deux conditions de ce théorème ne sont pas nécessaires, mais l'on l'on en est pas 
très loin ! En effet 

• Supposons H convergent et Ah 7^ Ap. On reprend la construction ci-dessus et l'on montre 
que le groupe G n = H * {g n ) devient convergent lorsque n est assez grand (utiliser le Lemme 
11.0.31 voir [3] pour la construction de groupes non élémentaires de et convergents). 

• Si le groupe H est divergent et normal dans T, on a Ah = Ar et 5r = &h ( jllj ■ voir Théorème 
EJEU). 
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La question de la convergence/divergence d'un groupe Kleinien est intéressante à plus d'un 
titre; on renvoit le lecteur à [13] où l'on trouve par exemple pour illustrer ce propos le théorème de 
dichotomie de Hopf, Tsuji & Sullivan avec une démonstration précise. 

Le théorème précédent permet aussi d'exhiber de façon simple des exemples de groupes conver- 
gents. Consiérons par exemple un groupe de Schottky T engendré par deux isométries hyperboliques 
a et P et notons G le sous-groupe de T engendré par la famille de transformations {a~ n (3a n / n > 0}. 
Les groupes G et H := a _1 Ga sont conjugués, ils ont donc le même exposant critique ô et sont 
de même type (ie convergents ou divergents). Par ailleurs Aq C Ah puisque G C H mais l'on a 
Aq 7^ Ah car les points fixes de j3 appartiennent à Ah mais pas à A^. Les groupes G et H sont 
donc convergents, d'après le théorème ci-dessus. 

2.2 La question de la croissance forte 

On considère un groupe Kleinien r et N un sous-groupe normal de H. Le groupe quotient F := N\T 
est le groupe des isométries du revêtement Riemannien normal X := N\X de T\X, muni de la 
métrique "quotient" 



On note l'exposant critique de T pour la métrique correspondante ; on a ôf < Sr, et se pose alors 
de façon naturelle la question d'un critère assurant que cette inégalité est stricte. Cette question 
peut être vue comme la transposition dans un cadre Riemannien de celle de la croissance forte des 
groupes de type fini, posée par R. Grigorchuk et P. de la Harpe dans [8] @. En reprenant les 
arguments développés ci-dessus, on peut montrer que si T est divergent pour la métrique quotient, 
alors on a (5f < (5r ([S]). Il faut donc pouvoir préciser si T est divergent ou non. 

2.3 Sutr les groupes géométriquement finis 

Nous avons vu dans le paragraphe précédent des exemples de groupes divergents ; outre certains 
groupes élémentaires, les groupes co-compacts ou convexe co-compacts sont divergents. 

Curieusement, il est assez délicat de décider si oui ou non un groupe non élémentaire T est 
convergent et divergent. Une fois étudiée la classe des groupes co-compacts ou convexe co-compacts 
il est naturel de poser la même question pour les réseaux non uniformes et leur généralisation 
naturelle : les groupes géométriquement finis. 

Introduisons quelques notations nécessaires pour définir cette large classe de groupes kleiniens.On 
note C(Ar) l'enveloppe convexe de Ar; cet ensemble est invariant sous l'action de T et le quotient 
N(T) = C(Ar)/r est le coeur de Nielsen de la variété T\X. On notera N € (F) un e- voisinage de 
N(T). Quand l'ensemble A^(r) est relativement compact ; on dit que T est convexe co-compact. 
On dit plus généralement quer est géométriquement fini lorsqu'il existe e > tel que N e soit de 
volume fini. 

La perte de compacité de N e se traduit par l'appparition dans Ar de points limites non coniques 
: les points paraboliques bornées. 

6 si S est un ensemble fini de générateurs d'un groupe G, S l'ensemble correspondant dans G et si l'on munit G de 
la métrique des mots |.| relativement à S, on pose wg,s -~ lim (tHff/Iffl < n }) " et l'on dit que G est à croissance 



forte relativement à S si l'on a wq^§ < u>g,s- On montre aisément que les groupes libres sont à croissance forte, il en 
est de même pour les produits amalgamés et les groupes hyperboliques [?] ; cette question est d'ailleurs étroitement 
à celle de la croissance des sous-shift de type finie avec mots interdits (voir par ex. [9]) 



dist(x, y) := inî{(x, n ■ y)/n G N}. 
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Rappelons qu'un point £ G Ap est dit conique (ou "radial") lorsque le segment géodésique [o, £) 
possède un voisinage qui contient une infinité de points de l'orbite r • o et il est dit parabolique 
borné si son stabilisateur P est constitué d'isométries paraboliques et agit de façon relativement 
compacte sur Ar — {£}. 

Quand Ap ne contient que des points coniques, le groupe T est convexe co-compact. 

Rappelons que la finitude géométrique peut être caractérisée de façon équivalente comme suit : 

- pour tout e > le volume de N € (T) est fini. 

- pour tout e > 0, la partie e-épaisse N(T) >e est relativement compacte. 

- le groupe T contient un nombre fini de classes de conjugaison de groupes paraboliques dont 
les points fixes sont bornés. 

- le coeur de Nielsen N(T) peut se décomposer en Cq U Ci • • • U C; où Cq est un ensemble 
relativement compact et où, pour chaque i = 1, ••• ,1, il existe un groupe parabolique Pi C T et 
une horoboule Hi basée en tels que Ci soit isométrique au quotient de Hi n C(A(T)) par le 
groupe Pi (notons que le point fixe £j de Pi est alors nécessairement borné, que le groupe Pi agit 
sur C(AG) PI dT~Li où dHi désigne Phorosphère qui borde Phoroboule Hi et que cette action admet 
un domaine fondamental relativement compact). 

Nous avons alors le 

Théorème 2.3.1 ( 116], JSj/J Soit T un groupe géométriquement fini tel que, pour tout sous- 
groupe parabolique V deT on ait ôr > 8-p. Alors T est divergent. 

L'approche initiée par D. Sullivan et développée jusqu'alors pour démontrer ce résultat repose sur 
l'existence d'une densité conforme de dimension 5p et invariante par T ; or, la définition même 
de la finitude géométrique, avec une partie épaisse relativement compacte, et une partie fine sur 
laquelle la dynamique de T est très simple à contrôler, fait espérer un autre argument de type 
sous-additivité, comme dans le cas compact ou convexe co-compact. 

Pour ce faire, nous fixons 5 <5p[ (où #p désigne le maximum des exposants critiques des 

sous-groupes paraboliques de T) et nous introduisons la quantité vr(R,A) définie par 



De part le choix de 6, on a 



vt(R,A) := e- dH n r (R,A). 



lnv r (R,A) 

limsup v ; = ô r - S > 0. (7) 

R-i-+oo R 



Pour tous réels a,6>0etA>l assez grand (supérieur au diamètre de la partie épaisse Cq), on a 

v r (a + b, A) < c ■ ( J2 Mk, A )) • ( E vr ^' A )) ( 8 ) 

0<fc<a 0<l<b 

où c est une constante > 0.0. 

Posons alors pour simplifier w n := " r ^"' A ^ , puis W n := w\ + - ■ - + w n et W n := 1 + Wi + - ■ - + W n . 
L'inégalité 

Vn, m > 1 w n+m < W n x W m 



7 Pour démontrer cette inégalité, on fixe 7 tel que 7- o se trouve dans l'anneau {x/a + b — 2 A < (o, x) < a + b + 2A}, 
on pose (o, 7 • o) = a + b + 2A avec — A < A < A et l'on note x le point du segment géodésique [o, 7 • o] qui se trouve 
à distance a + A de o ; on somme alors sur u < a et v < b, où u ( resp. v) représente la distance à parcourir à partir 
de x sur le segment [x, o] (resp. [x, 7 • o] pour sortir de la zone mince de la variété quotient 



S 



entraîne successivement W n+m < W n W m puis V n+m < V n W m . Ainsi, la suite (kW n ) n est sous- 
additive et l'on a 

.. lnW n T . . \nW n 
uni = L := ml 



-STf 



n.-s>+oo n n>l n 

En particulier W n y e Ln et la série X^n>i W n e~ Ln diverge. 

On déduit alors du Lemme [1.0.11 que les séries ^2 n - > iW n e~ sn ,^2 n>1 W n e~ sn et ^] n>1 w„e 
admettent L comme exposant critique. L'inégalité ([7]) donne L > si bien que ces trois séries 
divergent en L. L'exposant critique de la série 5^n>i n r( n > A)e _sn est donc ôr = L + <5 et cette 
série diverge en ôr-O 

Remarque 2.3.2 De ce qui précède, on déduit que W n y e Ln et donc W n y On peut en fait 
affiner cette dernière inégalité en combinant l'estimation W n y e Ln avec l'inégalité W n ■< e Ln (cf 
Théorème \1.0.2\ ) : on peut ainsi obtenir de façon très élémentaire l'encadrement suivant 



3 Mesure de Patterson et exposant critique 

On appelle densité sur dX une famille /i = (fJ, x )xex de mesures positives finies sur dX. Une 
telle densité est dite conforme de dimension ô > lorsque pour tous x,x' G X, la mesure fj, x i 
est absolument continue par rapport à fi x et que sa dérivée de Radon-Nikodym est donnée par la 
formule 

dfJ, x 

où Bç(x', x) désigne la fonction de Busemann en £ définie par 

Bf(x ,x) := ]im(x',z) — (x,z). 

Cette densité est dite invariante par T si pour tout 7 G T et tout x G X on a 

* _ 
7 H"Y'X — H'X 

où la mesure 7*/i x est définie par j*fj, x (A) = n x {^A) pour tout borélien A de dX. 

On note Conf(T,ô) l'ensemble des densités conformes T-invariantes et de dimension ô, avec la 
condition de normalisation \\[i \\ = 1. 

Rappelons le procédé de Patterson permettant de montrer que Conf(T,ôr) est non vide. Pour 
chaque s > ôr et chaque point x € X on note fA x y la mesure orbitale 

= Vv(lv s) ^ ex P(~ s ( x > T ' y^ e rv 

où e 7 . Q désigne la masse de Dirac en 7. y. Lorsque le groupe Y est de type divergent, toute valeur 
d'adhérence (pour la topologie de la convergence étroite) de la famille {^ x ^ y )x,y,s est portée par Ap; 
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on peut alors montrer que lorsque s — » ôr par valeurs supérieures la famille de mesures (p x ^ y )s 
converge étroitement vers une mesure [i x>y portée par Ap et vérifiant les deux conditions suivantes 



Mx',s/(-) = e^p{-ôBXx',x))n Xj y(.) et g* fi X:y = fi g -i 



où g*Hx,y est 1 & mesure sur dX définie par g*fi xy (B) = n xy (gB) pour tout borélien B de dX. On 
dit que la famille ((J, x ,y)xex est une densité V -conforme d'exposant ôr- 

On a vu qu'il peut être délicat de montrer qu'un groupe T est de type divergent ; D. Sullivan a 
établi cette propriété pour les groupes géométriquement finis, en étudiant le type des densités ôr- 
conformes de ces groupes. Pour ce faire, il faut pouvoir construire de telles densités <5r-conformes, 
sans savoir à priori si T est de type convergent ou divergent ; en utilisant un argument du à 
Patterson, on modifie légèrement la série de Poincaré en posant 

V l v {x,y,s)=Y,e- s{x > 1 - v) h{d{x, 1 -y)) 

où h est une fonction croissante de M. + dans R + telle que les séries Vr{x,y,s) et y, s) aient 

le même exposant critique et 

Vr? > 0,3*,, > 0,V* > i„,Vs > h{t + s) < h(t)e^ s . 

Intéressons nous maintenant aux propriétés locales d'une densité T-conforme. Nous avons le 

Lemma 3.0.3 (-Théorème de l'ombre de Sullivan-) Soit F un groupe non élémentaire et /i une 
densité Y-conforme d'exposant a. Il existe C > 1 et ro > tel que pour tout r > rç, et tout g £ T 
on ait 

}_ e -ad(o, T o) < AiX)1/ ( 0x ( 7 . ,r)) < Ce ~ ad ^ +2a . 
Soulignons en cependant quelques conséquences importantes : 

• en remarquant que pour tout A > 0, la famille des ombres O x {~f ■ o, r) avec j £F et R — A< 
(o, 7 • o) < R + A forme un recouvrement à multiplicité uniformément bornée par rapport à 
R, on montre que l'existence d'une densité T-conforme (i d'exposant a entraîne 

${7£T/(o, 7 -o)<R}±e aR 

et donc a > ôr par définition de l'exposant de Poincaré de F. Il n'existe donc pas de densité 
T-conforme d'exposant < ôr- 

• l'ensemble radial de F est égal à Ap ad := U r >o limsup0 (7-o, r) ; par conséquent, si e ^ arf (°>7 °) < 

ter ^, 
7^00 n>l 

(ce qui est le cas lorsque a > ôr) alors toute densité a-conforme donne une mesure nulle à 
A r T ad . 

• lorsque F est divergent, on montre que fi Xj y(A r ad ) > et que cette propriété entraîne 
l'ergodicité de l'action de F relativement à la famille (fJ> x>y ) x , y - Ainsi, dans ce cas, il ex- 
iste, à une constante multiplicative près, une unique densité Jr-conforme ; en particulier, 
chaque mesure fi XtV construite ci-dessus ne dépend ni du point y ni de la sous-suite (sfc)fc qui 
a permis de la construire. 
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• Lorsque T est co-compact ou plus généralement convexe co-compact, on peut montrer que 
Conf(T, ô) ^ si et seulement si ôr ; dans le cas contraire, Conf(T, ô) ^ pour tout ô > ôr- 

Remarquons que pour tout élément g du normalisateur N(T) de V dans le groupe des isométries 
de X et toute densité fi S Conf(T,ô), la famille de mesures (f x ) x &x définie par 

1 

\9*Hg-x (9) 



X ' \Wo 

appartient aussi à Conf(T,ô)® 

Supposons T divergent. L'ensemble Conf(T,ôr) est alors réduit à un point (noté (^i x ) x€ x) et 
l'on a {y x ) x = ([i x ) x pour tout g G N(F). Ainsi Conf(N(F),ôr) 7^ 0. Par conséquent ôr > <5jv(r) 
et donc en fait ôr = <5/v(r) • 

On a ainsi montré le 

Théorème 3.0.4 JiiJ / Soit T un groupe kleinien divergent et G un groupe kleinien qui contient V 
comme sous-groupe normal. Alors ôr = Ôq (et G est aussi divergent). 

Plus généralement, Th. Roblin à introduit la notion de principe des ombres définie comme 
suit : On dit que le sous-ensemble Y C C(Ar) C X invariant sous l'action de T vérifie le principe 
des ombres en ô > ôr si pour toute densité /x G Conf(T, ô) et tous x,y £Y on a 

^IMIe- 5 ^ < Hc(O x (v,r)) < C|K||e-^) 

où r et C sont des constantes positives ne dépendant que de Y et de ô (et non de x,y et 

D'après le Lemme de l'ombre de Sulivan, l'orbite T ■ o satisfait au principe des ombres ; plus 
généralement on peut aussi considérer l'orbite de o sous l'action du normalisateur de 7 puisque l'on 
a le 

Théorème 3.0.5 Soit N(T) le normalisateur de T dans le groupe des isométries de X . Alors, 
l'ensemble N(T) ■ o vérifie le principe des ombres pour tout ô > ôr- 

La démonstration est analogue à celle du lemme de Sullivan ; on utilise de façon cruciale le fait que 
pour tout fjj € Conf(T,ô) et tout g € iV(r) la famille (v g ) x( zx définie par la formule ([9]) est une 
densité <5-conforme. 

Le fait qu'un ensemble T-invariant Y satisfasse au principe des ombres entraîne que la suite 
(H/^j/IDj/gy croît de façon contrôlée. En effet, on a le 

Théorème 3.0.6 Soit N(T) le normalisateur de T dans le groupe des isométries de X. Alors, pour 
toute densité pL G Conf(T,ô), l'exposant critique de la série ||^ s . ||e _s ^ ' 9 ' ^ est inférieur ou 

geN(T) 

égal à ô. 

qui admet de façon immédiate le corollaire suivant 



8 il suffit de vérifier que v 9 est invariante par F ; pour tout 7 G F, on a gj = jg avec 7 = g'yg 1 G F ; le fait que /i 
est F-invariante entraîne la suite d'égalités suivantes 

7*<z = ~t* 9* Pm-* = 9*Tl*g-yx = 9*Py-i 3T x = 9* ' Hg-x = v g x . 
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Corollaire 3.0.7 Pour tout groupe kleinien Y de X on a ôr > ^^(r)- 
De plus, si N(T) est divergent alors cette inégalité est stricte. 

Posons pour simplifier G := N(T). La première assertion de ce corollaire est une conséquence 
directe du Théorème précédent. Pour la seconde assertion, on raisonne par l'absurde, on suppose 
que ô = ôr = Ôq/2, on note v l'unique élément de Conf(G,ôc) et l'on considère un élément \x de 
Conf(T, 5r) que 1 on suppose ergodique. Puisque G est divergent, v Q est portée par A™ d (r) pour 
r assez grand . Si B est un borélien de dX, on choisit un ouvert V le contenant et on note Z 
l'ensemble des points z de G • o tel que O a (z, r) C V ; par un argument de type recouvrement de 
Vitali, on peut extraire de Z une sous famille finie Z* telle que les ombres correspondantes o (z, r) 
soient deux à deux disjointes et O a (z,r) C (^J (z, 5r). On a alors 

z&Z z&Z* 



v {B) = v a {B n A™ (r)) < ^ u (0 (z,5r)) 

zez* 

-< y, c- 5g{ °^ 

zez* 
zez* 

l £ !MK 5r(o ' 2) 

zez* 

r< Yl Vo(0 (z,r)) 

z&Z* 

< UV) 

Il vient v (B) ■< fj, (B), l'ouvert V étant arbitraire, et donc v Q = </>(.) /z c pour une certaine densité 
(f) > 0. Or, pour tout 7 G T on a 



0(7 • = 0(Oe- (<5G - 5r)B(T °' o) MdO p.s} 



m 



La mesure ^ étant ergodique, la fonction quasi-invariante <f> est // -P-S- strictement positive ; les 
mesures [i Q et v Q sont donc équivalentes et par conséquent quasi-invariantes par G. L'ergodicité 
de fj, montre que fi est construite à partir d'un caractère de G/T ce qui entraîne de facto ô > Ôq- 
Contradiction. □ 

On a donc N ^ H) < ôr < £jv(iî)> ^ a première inégalité étant stricte dès que G est divergent. Par 
ailleurs, on a vu que si c'est T qui est divergent alors ôr = Ôq. 

Ainsi, si <5r S [^sfctj le groupe T est convergent ; par contre lorsque ôr = Ôq, on peut avoir F 
convergent ou divergent (voir les revêtements abéliens de variétés compactes). 

On a aussi le 



pour toute fonction borélienne positive if> sur dX on a d'une part 

I ^(7 _1 0"o(de) = / m»To{<m = J me~ SGB{ ^ o ' o) Mdo = J me-^-^m^m 

et d'autre part 

j V(7" 1 C)^(dÇ) = / ^Om^idO = | V(Ç)^(7-Ç)e- ir8(7 '°'°V (dC) 

d'Où 0(7 ■ f) = 0(^) e -(*G-*r)BC7-o,o) Mo (^)p. s . 
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Théorème 3.0.8 Si N(T)/T est moyennable, alors ôr = ^(iï)- 

La réciproque de ce théorème est partiellement démontrée lorsque G := N(T) est convexe co- 
compact (travail de R. Brooks, dans H n+1 avec la condition 5q > n/2 p]) ; la question de savoir 
si la réciproque est vraie pour tous les groupes convexe co-compact, et plus généralement pour les 
groupes géométriquement finis, reste ouverte actuellement. 
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